UN SCINDAGE DU MORPHISME DE FROBENIUS QUANTIQUE* 
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Resume. Nous montrons que le morphisme de Frobenius quantique construit par Lusztig dans 
le cadre des algebres enveloppantes quantiques C/g specialisees en une racine de l'unite admet un 
scindage multiplicatif (non unitaire). Nous trouvons egalement une base de la partie torique de 
la petite algebre quantique constitute d'idempotents orthogonaux deux a deux et de somme 1 et 
faisons de meme dans le cas "modulaire" pour l'algebre des distributions d'un groupe algebrique 
semi-simple. 

We show that the quantum Frobenius morphism constructed by Lusztig in the setting of the 
quantum enveloping algebra Us specialized at a root of unity admits a multiplicative splitting 
(non unital). We also find a basis of the toral part of the small quantum algebra consisting 
of pairwise orthogonal idempotents summing up to 1, and likewise in the modular case of the 
algebra of distributions for a semisimple algebraic group. 
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1. Introduction 

1.1. Soient A une matrice de Cartan I x t de type fini, A = Z[v,v _1 ] l'anneau des polynomes 
de Laurent en l'indeterminee v, et U la .A-forme (i.e. avec "puissances divisees") de l'algebre 
quantique associee a A. Soit Z > 1 un entier premier avec tous les coefficients de A. Soient B le 
quotient de [v] par l'ideal engendre par le Z-ieme polynome cyclotomique q l'image de v dans 
B, et Z7g = U ®a B. Soient enfin U la Z-forme de Kostant de l'algebre enveloppante universelle 
associee a A, et Ug = U ®z B. Lusztig a etabli dans [TTJ 8.10] l'existence d'un morphisme de 
Frobenius quantique Fr : U& — > Ug , qui, lorsque I est premier et note alors p, est un relevement du 
morphisme de Frobenius usuel sur l'algebre des distributions correspondante sur le corps premier 
F p a p elements. Nous construisons dans cet article un scindage du morphisme Fr relevant, en un 
sens qu'on precisera (|5.6|) . le scindage du Frobenius usuel construit dans Thm. 1.3]. 
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1.2. Dans une situation similaire mais avec neanmmoins des hypotheses differentes sur I (cf. [9], 
2.), adaptant done en consequence les notations prcccdcntcs, rappelons que Littclmann a defini 
a l'aide de [51 Thm 1] la contraction d'un {7g-modulc dc Weyl dans le but dc completer son 
programme visant a etablir une theorie de "monomes standards" pour les Ug-modules de Weyl 
duaux. II utilise simplement pour ce faire un certain scindage de Fr sur la seule partie nilpotente de 
Ug. Le prolongement naif de son scindage a tout Ug s'avere ne pas etre multiplicatif. Neanmmoins, 
revenant a nos hypotheses 11.11 reprenant sa construction et faisant intervenir en plus une mesure 
involutive invariante de la sous-algebre de Cartan de la sous-algebre infinitesimale de t/g, un miracle 
analogue a celui du cas modulaire [5] nous permet de construire un prolongement multiplicatif. On 
est alors en mesure de contracter n'importe quel £/g-module pour en faire un Ug-module. Si bien 
sur on nc s'intercssc qu'aux [/g-modules ayant une decomposition suivant leurs poids, on dispose 
[15l Prop. 3.4] deja d'une fagon de les contracter : il suffit d'interpreter ces modules comme des 
modules unitaires ("unital modules") sur l'algebre quantiquc modificc pour laquclle un scindage 
du Frobenius est defini dans loc. cit. (et ce, sans meme la restriction sur I ci-dessus). 

1.3. Pour enoncer plus precisement notre resultat principal, notons Q(v) (resp. Q((?)) le corps 
de fractions de A (resp. B) et £/q(„) l'algebre quantique associee a A = [(ajj)] sur Q(v) avec ses 
generateurs standards Ei,Ki,Fi, i G [1,4 Soient di G {1,2,3}, i G [1,4 tels que la matrice 
\diOij\ soit symetrique, et Vi — v di . Pour tous i G [l,t] et n G N posons [n]\ = J* _S , et 

= hT' ^i"^ = f^T' Alors, U est simplement la ,4-sous-algebre de J7q(„) engendree par les 
E[ n \ F^, Ki, K~ x , i G [1,4 n G N. Soient egalement Xi,Yi, i G [1,4 les generateurs standards 
de l'algebre enveloppante universelle Uqiq) associee a A sur Q(q). Si x\ n ' = et = 

i G [1,4 n G N, Ug est la B- sous-algebre de Uq( 9 ) engendree par les x[ n ^ et y/"\ pour i G [1,1] 
et n G N. Le morphisme de Frobenius introduit par Lusztig (strictement dit, Lusztig travaille dans 
[TT] au-dessus de Z[v] modulo l'ideal engendre par $/) 

(1.3.1) Fr : U B -> Ug 
est alors defini, pour tous i G [1,4 n 6 N, par 

(1.3.2) £ f)^(^ f) sH l n , F^^f Y ^ sU|n , Kf^l. 



smon U smon 



1.4. Si Ug designe la B-sous-algebre de Ug engendree par les X^ (resp. 3^ ), pour i G [1,£\ et 
n G N, Lusztig definit .11, 8.6] un scindage Fr /=fc de Fr \ u± par x\ n) H> S}" (resp. r/ n) i-> f/™ ) 
pour tous i G [1,£] et n G N. Si Ug (resp. U|°) designe la S-sous-algebre de Ujj( g ) engendree 



par Ug et par les = g ' (H '~ 1) t ;, (g '^" +1) , i G [1,4 n G N, Kumar et Littelmann |S, Thm. 
1.2] prolongent ensuite Fr /=t a Ug- et U^°, mais au prix du passage au quotient (lequel est 
indispensable pour conserver la multiplicativite) par l'ideal (K\ — 1 | i G [1,4- Si Ton introduit 
maintenant k^o = ^[Ylf=o^-i ^Q(u)> * 6 [1>^] e ^ qu'on pose k — Kia ■ ■ . Kgo> il s'avere que 
k appartient en fait a C/g et est l'unique idempotent non trivial de la 6-sous-algebre Ug de t/g 
engendree par les Ki, i G [1,4 a etre invariant sous Paction naturelle a gauche, autrement dit : 
K G {x G u e | = e(j/)x pour tout y G u B } (avec e la counite de Ug). Cet element n apparait done 
comme la variante quantique de la mesure invariante fig, introduite dans [5] 1.3], sur le noyau de 
Frobenius d'un tore maximal du groupe algebrique semi-simple G sur F p correspondant. On peut 
alors enoncer le 
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Theoreme 1.5. (i) II existe une unique application B-lineaire multiplicative 
(1.5.1) 4> : U B -»■ U B 

telle que H> E\ nl) n, f/™ 3 ^ f; (ni) K pour tous i g [l,i] efneN. 



(ii) -L 'element a est I 'unite de im</> et Fr o (f> = id 



La demonstration dont nous disposons, tout a fait elementaire sur le fond, est simplement 
calculatoire et n'eclaire certainement pas assez le role theorique central que doit jouer la "norme" 
k. Elle nous a semble neanmmoins meritee d'etre donnee, le resultat suggerant par excmple une 
alternative a 1'eniploi des algebres quantiques modifees pour certaines applications. L'article est 
structure en trois grandes parties. Nous traitons tout d'abord en detail (sections 2 a 4) le cas 
de l'algebre SI2. La seconde partie (section 5) est d'un interet assez largement independant. Les 
idempotents qui sont naturellement apparus lors la demonstration de ll.5l invitent a revenir sur leurs 
analogues modulaires et leurs generalisations. Nous montrons comment ils permettent de decrire 
precisement (cf. Prop. [5T22l Prop. 1539)) plusieurs des algebres apparaissant dans ce travail et aussi, 
comment dans le cas modulaire on pcut obtenir une nouvelle preuve de l'existence (cf. Thm [5"T3"3")) 
d'un scindage du morphisme de Frobenius obtenu precedemment dans [3]. Enfin, dans la derniere 
partie (sections 6 et 7), nous expliquons les amenagemcnts, cssenticllcmcnt typographiques, a 
apporter pour traiter le cas general du theoreme 1 1.5 l et tcrminons par quelques corollaires laissant 
d'autres applications pour un travail ulterieur. 

Le premier auteur (M.G.) remercie tres sincerement le second (M.K.) pour son genereux accueil 
lors de son sejour en mai 2012 a l'Universite de la Ville d'Osaka (OCU) ayant rendu possible ce 
travail ainsi que le departement de mathematiques pour l'atmosphere stimulante dans laquelle il a 
ete effectue. Les auteurs remercient tous deux H.H. Andersen d'avoir attire leur attention sur |16j . 



2. Le cas de sl 2 

2.1. Soit done / un nombre impair. Rappelons qu'on a (avec un allegement de notations evident) 
dans Ub les relations 

(2.1.1) KE = q 2 EK : KF = q~ 2 FK ; [E,F] = — - — , . 

q-q 

et qu'on note, pour c G Z, m 6 N 
(2.1.2) 



K;c 
rn 



™ Kv c-h+i _ K -i v -(c-h+i) 
11 „,h _„,-/. e U QW- 

h=l 



' K ' 




' K;0 ' 


m 




m 



Cet element appartient en fait a U et nous noterons par le meme sympbole son image dans Ub- 
Nous poserons aussi simplement 

(2.1.3) 

Proposition 2.2. (i) On a Kj = X^ilV Q~ 2 ^ l K l G Ub pour tout j £ 
(ii) Plus precisement, on a 

(2.2.1) K o = i|>iy 



i=0 



K 

i 



(q l + q- l K) g U B . 
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' K ' 




) = 


li 



(iii) Posons, pour alleger, k — ko- L 'application B-lineaire 

(2.2.2) (j) : U B -> U B 
definie pour tout i > par 

(2.2.3) <K* H ) = ; 0(F W ) = ; 0(1) = « ; 
es£ izn morphisme (non-unitaire) d'algebres qui scinde I 'application de Frobenius Fr (|1.3.2[) . 

3. Premieres reductions 

3.1. Posons 

(3.1.1) U q = U B ®Q(q) ; u° =<%)[#]. 

Supposons pour l'instant demontre (12.21) (i). 

Lemme 3.2. (i) On a k 2 = k. 

(ii) On a k.K^ — n pour tout j G Z; en particulier, (1 — K l ).n — k.(1 — K ) = 0. On a 
(u°) u ° := {a; e u° | Kx = x} = Q[q]n. 

(iii) On a k.EM = EW.k ; k.FW = F( u \k pour tout i > 0. 

Pour (i) et (ii), on utilise simplement que K 21 — 1 dans C/g. Pour (iii), c'est une consequence 
de la commutation de K avec les E^ et F^ (consequence immediate des relations (|2.1.1[l ) pour 
i > 0. D'ou l'assertion. 

Dans la definition de <j) (|2.2.3|) . on pourrait done tout aussi bien multiplier par n a gauche. 
3.3. Soit, comme dans l'introduction, Ug° (resp. Ug°) la S-sous-algebre de Ub engendree par 



les {E^\i G N} et les {if ±1 



K;c 
m 



K-c 
rn 



c G 



,c G Z,m G N} (resp. les et les {K ±x , 
Z,m G N}) et Ug u (resp. Ug u ) la S-sous-algebre de Ub engendree par les G N} et les 

{( ^ ^ , m G N} (resp. les {Y"W,i G N} et les { ^ ^ ~\ ,m G N}). Avec ces notations, il resulte 



alors de [8j Thm. 1.2] que l'application (rappelons ici que K est central dans Ub) 

j>C 

'b 



(3.3.1) Fr' : U§° -> E/f 7{(tf' - 1)(C/|° ® B C) n C/| } 



Fr'(X W ) = £ (il) , Fr'(( 



(T>- 






' K ' 






li 



definie par 
(3.3.2) 

et son analogue evident — > /{(K l — l)(Ug° (gig C) nC/J= } sont des morphismes d'algebres. 

Comme la restriction de a et se factorise par Fr', on voit done, compte tenu de 
(ii), que cette restriction est un morphisme d'algebres. On utilise maintenant la relation 

min(a,b) 

(3 3 3) jWyW _yWjH _ Y [a ~ r] ( H ~ a ~ b + 2r 



X 



[b-r] 



pour tous a G N et b G N. II suffit done pour prouver ()2.2|) (iii). de montrer qu'on a l'egalite suivante 
dans Ub 

min(a,6) 



(3.3.4) 4>{X [b] )<f}{Y [a] ) - <t>{Y [a] )<t){X [b] ) = ^( y[a_r V(( 



H - a - b + 2r 
r 



MX 



[b-rU 
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D'apres (pi], 6.5. (a2)), on a 

min(Za,Z6) 



K;-la-lb + 2s 
s 



E 



(lb-s) 



Utilisant la relation KF = q 2 FK (I2.1.1[) . on voit immediatement que, pour tout j G N, 

(3.3.6) K .F U) =F^.K-j 

de sorte que la verification de (|3.3.4p revient a etablir que pour tout s tel que min(a, b) > s > 1 et 
ne divisant pas (, on a 

(3.3.7) Kla + lb-s 



K;-la-lb + 2s 
s 



K;2s-la-lb 
s 



3.4. Soit J7g la sous-£>-algebre de Ug engendree par les {K 



±i 



K;c 
m 



,c G Z,m G N}. 



awec <5 = Ooul, n G N forment une base du 



Lemme 3.5. Soit c G Z /lie. Les if* 5 
B-module Ug. 

En utilisant [TTJ 6.4. (b4)], on se ramene en effet au cas standard c = oil l'enonce est connu 
[loc. cit. Thm 6.7, (c)). On rangera parfois les vecteurs de cette base suivant l'ordre 



(3.5.1) 



1,K, 



' K;c~ 




' K;c~ 




' K;c~ 




' K;c~ 


1 


,K 


1 




2 




2 



3.6. Soit toujours c G Z fixe. Ecrivons, pour m,t G N, l'element A'" 
de 023 : 



K;c 
t 



G f/2 dans la base 



(3.6.1) 



K r ' 



K;c 
t 



= as,„(m,t)K s 
(<5,n) 



K;c 
n 



avec a5, n (m,t) G £>. 

Lemme 3.7. On a, pour tout m > 0, la relation 



(3.7.1) 



K 



m+2 



K-c 
t 



= a c {t)K 



m+1 



K-c 
t + 1 



b c (t)K r ' 



K-c 
t 



7 2(t-c) 



awec 

(3.7.2) a c (t) = 9*- c (g t+1 - g-'- 1 ) ; 6 c (t) = 9" 

Cela resulte immediatement du cas m = et de l'egalite K 2 = v t ~ c K.[Kv c ~ t — K~ 1 v~ c+f ] + 

3.8. Soient maintenant d > 1, n > 1 et x\, x n des variables (que Ton specialisera en des racines 
Z-iemes de l'unite). On pose 



(3.8.1) 



somme qui comporte 



n + d-l 
d 



1< ii < . . .<Zci<n 

termes. On prolonge cette definition en posant Sb,n = 1- 
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3.9. Les relations de recurrence pour les coordonnees as, s (m,t) (|3.6.1|) fournies par les egalites 
(|3.7.1I) se resolvent sans difficultcs. II est commode dc distinguer le cas m — 2n > 2 (le cas m = 
est trivial) ou pour tout i tel que < i < n - 1, on a 

(3.9.1) 

m— 3— 2i 

ai )t+TO _i_2i (m,t) = a c (t +m-2-2i) JJ a c (t + j).Si >m -2i(bc(t), — ,b c (t + m - 1 - 2?;)) 

3=0 
m—3—2i 

cto,t+ m -2-2t(m,t) = b c (t + m - 2 - 2i) Yl a c (t + j).S l , m -2i-i(b c (t), ...,b c (t + m - 2 - 2i)) 

3=0 

et le cas m = 2n + 1 > 3 (le cas m = 1 est trivial) ou pour tout i tel que < i < n — 1, on a 
(3.9.2) 

m— 3 — 1% 

ai, t+m _i_2i(m, t) =a c (i + m - 2 - 2i) a c (t + j).S i>m -2i(b c {t), 6 c (t + m - 1 - 2i)) 

m — 3 — 2i 

ao,i+ m -2-2i(m, t) =6 C (* + m - 2 - 2?) ]~| a c (i + j).S it m- 2 i-i (b c (t), 6 G (* + m - 2 - 2i)) 

j'=o 

ai jt (m, £) =S n ,i(&c(*))- 

Les autres coordonnees sont nulles. Pour i — n— 1, on a utilise et on utilisera plus bas la convention 

usuelle selon laquelle un produit indexe par l'ensemble vide vaut 1, comme par exemple ci-dessus 

-l 

n 

3.10. A l'aide de ces expressions (|3.9.1I) et (|3.9.2[) . on obtient celles des coordonnees (as jTl ) de 

^' ^ S ^ ' a ^ dans la base (|3.5[) : la premiere coordonnee possiblemcnt non nulle appa- 

raissant dans le calcul est ao. s et la derniere ai jS +2/-2- Les enonces de la proposition (|2.2[) vont 
resulter de l'etude (nullite pour s > 1 non divisible par I et calcul explicite pour s divisible par I) 
de ces coordonnees. On a : 

- pour a , s 

(3.10.1) 1 + q is S[°l + q Ss S [ 2 °l + ... + q^-V'S^l 

- pour ai )S _|_j_i avec 21 — 1 > i = 2j + 1 > 1 

(3.10.2) q 2s > J] a 2s (s + k).(l + q is S^ + ... + q^ 1 '^ S^.) 

k=Q 

- pour ao.s+i avec 21 — 3 > i = 2j + 1 > 1 

(3.10.3) q 2 ^ + % 2s (s + i) I] «2.(« + fc).(l + q 4 °S$ +1 + ... + q i{l - 2 -l )s S[%_^ l+1 ) 

k=0 

- pour ai )S -|-j_i avec 21 — 2 > i = 2j > 2 

(3.10.4) g 2sl j| a 2s (s + + g 4s S^ + ... + g^-V'sR _ A 4 ) 
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- pour ao.s+i avec 21 — 4 > i — 2j > 2 
(3.10.5) q 2s ^ +2 h 2s ( S + i) ff a 2s (s + fc).(l + q*°S$ +1 + ... + g 4 P-a-i). 5 W _ 

k=0 

expressions dans lesquelles signifie qu'on a evalue Sd,n en (£>2s(s), &2s(s+l), b2 S (s+n — 1)) 
avec 6 2s (i) =g 2( *- 2s) . 

3.11. On notera que certaines de ces expressions sont "trivialement" nulles : pour i > I (resp. 
i > I — 1), onas + i- 2> I — 1 (resp. s + i — 1 > / — 1) pour tout s > 1 si bien que a,2 S (l — 1) = 
apparait dans les produits ci-dessus. Pour verifier la nullite d'une des combinaisons lineaires des 

(s) 

S d apparaissant ci-dessus, on peut done supposer n < I ; de plus, revaluation des Sd.n se fait 
toujours sur des racines de l'unite distinctes deux a deux. 

4. Identites polynomiales 
4.1. Pour n = 1, on a evidemment Sd lH = Sd,i = xf p.8.ip et 
Lemme 4.2. Pour tout n > 2 et tout d> 1, on a 



( 1 \a(i2,—,in)+n 

V 1 ) r„d+n-l _ x d+n-l} . 



(4.2.1) S d)n = J2i w u — w rC* 

^ (X 2 - Xi 2 ).(X 3 - Xi 3 ){X A - XiJ...(x n - x in ) 

la somme portant sur les (12, i n ) tels que %2 — 1;«3 S {2, 12}; 14 6 {3, 13}; i n G {n — 1, 
("avec convention %\ = 1) et a(i2, i n ) Is cardinal de I'ensemble des j tels que 7^ ij avec 
n - 1 > j > 2. 

La somme apparaissant dans (|4.2.1j) comporte 2"~ 2 termes et on demontre (|4.2j) par recurrence 
en utilisant la relation 

d 

(4.2.2) S d ,n — ^ X l n Sd-i,n-l- 

i=0 

L'expression (|4.2.1[) est une forme ramassee de l'ecriture, plus maniable en fait pour les calculs, 
des quotients successifs apparaissant dans les etapes de la recurrence : 

d+i _ d+i 

rt _ ^2 1 . C _ X3-X2 

«Jd,2 — 1 &d,3 — 

X2 — Xi X2— X\ 

(4.2.3) d+3 _ d + 3 d + 3 _ d + 3 d + 3 _ d + 3 d + 3 _ d + 3 

\ / X a X X . X n X j X X a X i 



C 2:3—2:2 X3—X1 

i>d,4 — ; ■■• ■ 

£2 - Xi 

4.3. Toujours en utilisant l'expression (14.2.11) (ou plus commodement l'ecriture (|4.2.3[) avec des 
quotients successifs) et la relation 

(4-3.1) Sd^n+l — Xn+iSd-lji+l + <Sd,n 

on obtient par recurrence le 

Lemme 4.4. (i) Pour I — 1 > d > 1 et I > n > 2 tels que d + n > I + 1, on a 

(4.4.1) S d ,n(qi,-,Qn) = 

des que les racines l-iemes de l'unite (qj) sont distinctes deux a deux. 
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(ii) Pour toutes racines l-iemes de Vunite (qj) distinctes deux a deux et differentes de 1, 

1-1 

(4.4.2) ^2S d , n ( qi ,...,q n ) = 0. 

d=0 

Pour verifier (ii), on utilise que, grace a (|4.3.ip . on peut ecrire 
l-i i-i i-i 

(4-4.3) ^ Sd,n+1 = ^ Sd,n + x n+lC^ Sd,n+1 — "Sj-l.n+l) 

d=0 d=0 d=0 

puis on utilise que (|4.4.1[) 5{_i, n +i(gi, ■■-,q n ) = et Ton fait x n +i = 1 pour obtcnir (14.4.2p . 
Lemme 4.5. On a, pour tout I — 1 > n > 2, 

<«•«> . (1 _^ M1 _,;,.. (1 _ g2 „-„ r 

Pour n = 1, la somme (|4.5.1I) ci-dessus fait evidemment Z. 

A l'aide de (|3.10.ip - (|3.10.5p specialise au cas s — 0, on deduit de (|4.5p et de la relation evidente 

n-2 

(4.5.2) (1 - q 2 ).(l - q 4 )....(l - q 2 ^) = (—l) n ~ l q n ^ 1 J[ a (i) 

i=0 

que les coordonnees de k (|2.2p dans la base (I3.5P sont bien celles donnees dans (|2.2p (ii). Le cas 
j =/= peut se traiter par une analyse analogue, prouvant ainsi (|2.2p (i) mais nous donnerons en 
(|5.5.1I) un resultat plus precis. 

4.6. Utilisant (I4.4p (i), on voit done qu'on peut completer par des quantites nulles les sommes 
tronquees avant d = I — 1 dans les equations (|3.10.1j> - (|3.10.5[> de sorte a pouvoir exploiter (|4.4p (ii). 
On obtient ainsi les nullites des quantites (|3.10.1|l - ([3.10.5|l pour I — 1 > s > 1 traduisant p.3.7p . 

5. SUR QUELQUES IDEMPOTENTS. RETOUR SUR LA THEORIE MODULAIRE 

5.1. Soit p un nombre premier impair. La theorie que nous qualifions ici en abrege de modulaire 
refere toujours au cas ou I = p et ou, eventuellement, l'on "reduit" modulo p la theorie quantique 
en un sens qu'on va preciser tout de suite (|5.5p (iv). Soient alors G le F p -groupe algebrique SL2 des 
matrices carres d'ordre 2 et de determinant 1 et T le tore maximal forme des matrices diagonales. 
Pour r G N + , soient G r (resp. T r ) le r-ieme noyau de Frobenius de G (resp. T) et Dist(G) (resp. 
Dist(G r ), Dist(T), Dist(T r )) 1'algebre des distributions de G (resp. G r , T, T r ). On a, dans Dist(G), 
les relations suivantes pour tous a, a', b, c, c! £ N, 

(5.1.1) x (a) X (Q,) = ( a + a '\x {a+a '\ Y {c) Y {c,) = ( C + C '\y {c+c '\ 



(.Vi.2) > ■>{ U \ = (^ 2fl )lW, YiC) ( H h ) = (" h 2r ) ) '» L<,|IL - } (i..'!.D\ 



min{a,c} f . 

H + 2i — a — c 



(5.1.3) I<")rW= Y {c ~ i] [ . "jX^) $ Lem. 26.2]. 
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5.2. Conservons les notations de 15.11 On dispose sur Dist(T) de 1'endoniorphisme (dit de Frobe- 
nius) note Dist(Fr) (ou parfois simplement Fr) de F p -algebres tel que pour tout to 6 N 

fH\ {{") si pirn 

(5.2.1) U V Pl 

V m / [0 sinon. 

et de son scindage evident Fr' defini par 

(5.2.2) &{(*))- fH 



m J \jpm 

pour tout n > m qui est un endomorphisme de F p -algebres comme on le verifie aisement. II resulte 
des proprictes de l'application Fr /=t mentionnee en ll.4| que cette notation est coherente avec (|3.3.2[) . 



5.3. Nous aurons besoin plus bas (|5.5I (iv)). pour n G Z, de 
(5.3.1) fi n = J2(-lf ( H ~ n )e Dist(Tx). 

Ces elements sont ceux qui etaient notes At,™ dans [H 3.1]. Mentionnons a cette occasion que [H 
Prop. 3.1.6] contient (au moins) une erreur typographique : avec les notations adoptees ici, c'est 
X( n >fi m = |ii m +2n^' n ' et y^ n Vm — ^m-2nY^ qu'il faut lire. Rappelons aussi (HJ 3.1.5]) que 
Mn = fJ-m si et seulement si n = m mod p. 



5.4. Revenons maintenant a I impair non necessairement premier. Pour les K n — X^lo* 1 2nl K l S 
Us, n G Z considered dans (|2.2I) (i), on a la 

Proposition 5.5. Soient m,n € Z. 

(i) On et seulement si n = to mod I. 

(ii) On a 



(5.5.1) 



i-1 



i=0 



K; -2n 

i 



(q l + q-*- 2n K) g U° . 



(iii) On a K n K r 



\ K n si to = n mod / 
1 sinon. 

(iv) Sz / = p est premier, via l'application canonique 



(5.5.2) 



[7 B ->• Dist(G) 



induite par la projection canonique B — > ¥ p , (q i— > 1 ) et telle que K i— > 1, I'image de K n est 
egale a [i2n- 
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Pour (i), le sens "si" decoule de la definition alors que le sens "seulement si" va decouler de (iii). 
Pour (ii), comme 

(5.5.3) 



nF {n) par (|3.3.6|) 






1=0 


K 

i 






i=0 


K 

i 






-q- l q- 2n K)} gr 




-If 




-2n~ 

i 


(q i + q- l - 2n K)} 



i=0 



on doit done avoir K n = \ 53j = o( — 1 

(iv) decoule aussi de (|3.3.6j) jointe a [4| Prop. 3.1.6] 

(iii) Le coefficient de K r dans le membre de droite de K n n m = J^i j=o g~ 2 (™+ny) K %+ i vaut 
W Ei+j=r q' 2{m+m3) , la somme etant prise sur les e {(0, r), (1, r - 1), . . . , (r, 0), (r + 1,21- 
1), (r + 2, 21 - 2), . . . , (21 - 1, r + 1)}, et est done egal a 



K; -2n 

i 



l Jf)} par [101 4.1.c], 



(q l + q-^ 2n K) 



J_( q -2mr + q -2(n+m(r-l)) + ? -2(2n+m(r-2)) + ? _2(3rs+m(i—3)) _| |_ 



(5.5.4) 



(? -2((r+l)n+(2i-l)rn) + (? -2((r+2)n+(2i-2)m) _| _|_ ^-2((2i-l)n+(r+l)m) N 

-2mr 



4/ 2 



■(1 + g 2 ( m ~ n ) + g 4 ( m -«) -|_ |_ (? 2(2i-l)(m-ri)-j 



q—2mr v 2l _ j 



4/ 2 



w - 1 



v—q^ 



4/ 2 



-2/ = t 







si m — n = mod / 
sinon. 



5.6. On avait introduit dans la theorie modulaire j5j Thm. 1.3] un scindage (non unitaire) note 
aussi (le contexte enlevant tout risque de confusion avec (|1.5.ip dans les notations) 

(5.6.1) <p : Dist(G) -> Dist(G) 
de l'application canonique de Frobenius 

(5.6.2) Dist(Fr) = Fr : Dist(G) -> Dist(G). 

Rappelons que cet endomorphisme <j), restreint a Dist(T) s'obtient simplement en composant Fr' 
(|5.2.2p et la multiplication par /Uo (|5.3. 1|) . II resulte immediatement de (15.51) (iv) specialise au cas 
n = qu'on a 

Corollaire 5.7. Pour I = p, V application (f> quantique (|1.5.ip releve I 'application <fi modulaire 

5.8. On revient a la situation de l5.Hl5T3l 
Proposition 5.9. On a 



(5.9.1) 



J2^n = 1 eDist(Ti) 



n=0 
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et cette decomposition est une decomposition en idempotents deux a deux orthogonaux. Les fi n , 
n G [0,p[, forment une base orthogonale de Dist(Ti). Par rapport a la base standard de Dist(Ti) 
formee des (■), i G [0,p[, on a les formules de changement de base pour tout n G [0,p[ 



(5.9.2) ^n=^Z 



P^ 1 / 1 \ /IT 

p — 1 — n\ I U 



i=0 



p— 1 — ij\i 



(5.9.3) run 



H \ \ s / i 



n I *■ — ' \n 



Le fait que chaque \i n soit un idempotent resulte de [H 3.1.4] et de [H 3.1.3] qu'on ait 
fH-n-l\ _ (H - n - 1)(H - n - 2) . . . (H - n - p + 1) 



(5.9.4) ^ \ p-l J (p — 1)1 

= -{H-n- 1)(H -n-2)...{H -n-p+1). 

Soient n < m, (n, m) G [0,p[ 2 . Pour verifier que HmfJ-n = 0, il suffit de voir dans Dist(Ti) que 

(5.9.5) (H-m- 1)(H - m - 2) . . . (H - m -p + 1) 

(H-n- 1)(H - n - 2) . . . (H - n -p+ 1) = 0. 

Comme —m — p + 1 < —n , on remarque alors que le membre de gauche de (|5.9.5[) contient le 
produit H(H - 1) . . . (H - p + 1) = (f)p\ = 0. 

D'autre part, d'apres 4, Cor. 3.1.5, Cor. 3.1.3 et Prop. 3.1.1] on a n n = /z n _ p = {"^Z"^ 1 ) = 
Si=o (p-i-i)Ci)' Comme la matrice [((pl"ri))](n,i)e[o,p[ 2 est unipotente, les n G [0,p[, forment 
une base de Dist(Ti). Ecrivant (^) = E?=o = Sf^o 1 ^C^p-i et appliquant aux deux cotes 
les caracteres Xj> j S 25, definis pour tout i£N par 

(5.9.6) ^(f))=(- 
on obtient l^XDl' 1 = iQl En particulier, 1 = Eto ^ 

5.10. Avec les notations de (|5.5[) . supposons I — p. On remarquera que la somme Y^^Zo K « ^ se 
reduit, via (|5.5.2p et grace a (|5.5p (iv) en Ei=o = 1 n'est, elle, pas egale a 1 : Ei=o K n ^ 1- On 
peut remedier a ce "defaut" de la maniere suivante. 



5.11. Soit 9 2 e B une racine carree de q. Posons, pour n G Z, 

2i-l 

2/ 



2i-l 

(5.11.1) K^-^^tfeET, 



i=0 



via la specialisation v q (|3.1.ip . On a de maniere evidente k = k et «4 = /t^, si et seulement si 
n = m mod 21. 
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5.12. Montrons tout d'abord que les K' n , n£Z, appartiennent a Ub- Posons pour cela, pour n G Z 

2/-1 

(5.12.1) K n = - £ q- 2nl (-KY £ U q . 

i=0 

Cette quantite ne depend que de la classe modulo I de n et nous etendons done cette definition et 
la notation au cas ou n S Z/Z. 



Lemme 5.13. Poitr towi neZ, on 



(5.13.1) 



(-1 



K;-2n 
i 



(<f - q-*- 2n K) G U° . 



II suffit d'appliquer la transformation de if en —A" dans (|5.5.ip et de remarquer que cette 



derniere transforme 



K; ~2n 




en 


i 





K;-2n 
i 



pour i pair et en 



K; -2n 

i 



pour i impair. 



5.14. Bien que certains arguments qui vont suivre restent valides sans ce choix, par souci de clarte, 
nous faisons desormais pour le reste de cet article le choix <p = —q~. Rappelons ([TU1 4-6]) qu'il 
existe un automorphisme de U tel que E h-> —E, F h-> F and K h-> ~K ; nous le noterons ~. 



Lemme 5.15. 



(i) On a 



(5.15.1) 



et done n' n GUg. 



(ii) On a 
(5.15.2) 



k« si n est pair 
Kn si n est impair. 



Kn si n est pair 
Kn. si n est impair. 



(iii) Si I est premier, pour tout n impair n' n est d'image nulle via le morphisme canonique 

(15X21 . 

Pour (i), e'est une consequence immediate de la definition de q^ , de k„ et de n' n et pour (iii) de 

EH 

Pour (ii), si n est pair, on a 

K ' n = «f S race a W 
i-i 



1 



(5.15.3) 



EH) 



-if 



1 



K: 



(q l — q 1 2 K) grace a la Prop. 15.5 
(q*-q- i -9K) = K i , 



(qui est done distinct de K,' n ). De meme pour n impair. 
Proposition 5.16. On a 



2/-1 



(5.16.1) 



E< = 1 
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et cette decomposition est une decomposition en idempotents deux a deux orthogonaux dans Ub ■ La 
famille des n' n , n £ [0, 2l[, forme une base orthogonale de Ug<8>Q(<?) telle que K m = X)n=o {q^) mn n' n 
pour tout in 6 Z. 

II suffit de verifier l'assertion apres extension des scalaires a Q[q\. Si m > n avec m,n £ [0, l[, 
on a 

21-1 

(5-16.2) 4<=4pE q-^K i+ \ 

expression dans laquelle le coefficient de K k pour k € [0, 2l[ vaut j) Q ^ avec (hj) un 

element dans l'ensemble {(0,k), (l,Jfe-l), . ..,(k,0), (fe+l,2i — 1), (fc + 2,2Z-2), . . . , (21-1, fc+1)}, 
laquelle somme est egale, une fois pose C = & 

(5.16.3) ^{C fc " + C m - (fe - 1)n + • • • + 

^-mk _|_ £-(fc+l)m-(2J-l)7i _|_ £-(fc+2)rn-(2Z-2)n _|_ . , . _|_ ^- (2/-l)m-(fe+l)n| 
/■— kri 

— 2 _|1 _|_ Q-{rn-ri) _|_ £- 2(m-n) _|_ . . , _j_ £- (2i-l)(m-n) j 

q— kri / y2l 



4/ 2 V v - 1 



„=f-(m-») 



On obtient ainsi l'orthogonalite K.' m n' n — 0. Pour verifier que Kq + + • • ■ + k' 2 ; _i = 1, soit 
X ' m € Alg QM ( U o,Q[C]), m e Z, tcl que = C m [3 l-l]- H est clair que les pour m e N, 

separent les elements de u° ~ (Q[g])[a;]/(2: 2 ' — 1). Pour tout m G N, on a 

2;-i 

(5.16.4) X 'M + < + ■■■ + 4/-i) = 2^ E C (m "' )l = L 

i,j=0 

d'ou l'egalite f|5.16.1|) . 

Corollaire 5.17. (i) L'algebre Ug admet une decomposition en somme directe 

21-1 

(5.17.1) U B = ]1 n' n U B K' m 

n,m— 

telle que Fr^^l/gn^) ^ si et seulement si n = m = et telle que <j) : Ug — > C/g se factorise 
a travers k' Ubk' = hU^k. 
(ii) Posons n + = J2 m e[o i[ K 2m e ^ K ~ = E m e[o ;[ K 2m+i ■ Tout U q -module M se decompose en 
une somme directe M = (n + M) @ (k~M) telle que K l agisse sur k + M (resp. n~M) par 1 
(resp. —1). 

5.18. Soit Uq la Q(<7)-sous-algebre de U q (|3 . 1 . 1|) engendree par E,F,K. Elle admet done une 
decomposition u g = ]jf/ =c ^ u g «4 en sous-modules qui sont projectifs et telle que chaque u q n' n ait 
une base Q(g)-lineaire constitute des E^F^k^ (a,b e [0,Z[). On a 

21-1 



(5.18.1) Kn' n = i C m K i+i = C< = { _ 1)nq ^ K ^ 

i=0 
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et en particulier, K l n' n = (— l) n K.' n . Comme alors 

(5.18.2) KE {a) F {h) n' n = (-l) n q LL ^ 1+2ia - b) E {a) F m n' n , 

on dira que E^ F<® n' n a pour poids ((-l) n , + 2(a - b)). 

Definition 5.19. On dit qu'un u g -module de dimension finie M est integrable de type 1 (resp. -1) 
si et seulement si M admet une Q(q)-base constitute de vecteurs de poids appartenant a {1} x Z 
(resp. {-1} x Z). 

Ainsi, u q n' n est integrable de type (—1)™ et projectif. Notons que Ton a {±1} x Z/ZZ = 
{((_!)» Il^Jn modi) | „e[0,2l[}. 

Si M est un u 9 -module integrable de type —1, on remarquera qu'en tordant Taction de u q par 
Pautomorphisme ~ f|5 . 14[) . on obtient un u^-module integrable de type 1 qu'on notera M . 

Proposition 5.20. Tout u q -module integrable indecomposable injectif /projectif est facteur direct 
d'un u q K' n avec n G [0, 2l[. 

Soient en effet Q un u q -module integrable indecomposable projectif et un epimorphisme de u q - 
modules : u® m — > Q avec m G N. Comme chaque u q K' n est integrable (|5.18j) . c'est un epimorphisme 
de u^-modules integrables qui done se scinde par projectivite de Q. L'assertion decoule alors du 
theoreme de Krull-Schmidt-Azumaya. 

5.21. Rappelons ([2]) maintenant quelques generalites sur les u g -modules integrables de type 1. 
Les objets simples sont des modules notes L q (m), avec to G Z, de plus haut poids to. On a 
L q (m) — L q (m') si et seulement si to = to' mod I. On note Q q (m) la couverture projective (qui 
est aussi l'enveloppe injective) de L q (m). Soit la sous-algebre de u q engendree par E et H. 
Pour to G Z, designons encore par m le u^°-module Q(q) tel que K ■ 1 = q rn et E - 1 = 0, et posons 
Aq(m) = u q <8> u >o m. On a alors Q q (l — 1) = L q (l — 1) = K q (l — 1) qui n'est autre que le module de 

Steinberg que nous noterons en abrege St g . Chaque Q q (m) (resp. A 9 (m)) pour m G [0, 1 — 1[ est, 
quant a lui, une extension non scindee de A 9 (Z — m — 2) (resp. £ g (Z — to — 2)) par A 9 (to) (resp. 
I 9 (m)). 

Proposition 5.22. Soit n G [0, 2I[. 

(i) Si n = 2m est pair, on a 
(5.22.1) 




u q K 'n = |_J Qq(2r — to) avec Q q (2r — to) = St q pour r - 

rezn([o,^[u[ro, ' + "- 1 ]) 

(ii) Sz n est impair, on a 

{U reZ n([o,-^i[u[i±i,5i+i[) <2g( 2r + t r) ai n = 1 
II reZ n([o,i+^[u[i±a,2i±»[) <2<r(2r + ^-r 21 ) sil<n<l 
U reZn ([o^[u[^,i±i[)Q9( 2r + iL T l!i ) sin>l 
avec Q q (2r — t 1 ^')" ) = st 9 poiir r avec 4r = n — 2 mod I. 
Pour (i), nous aurons a utiliser I'involution i7 de B- algebre definic par 
(5.22.3) n(E) = F, fl(F) = E, Q(K) = K~ x . 



si to pair 
si to impair 
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Examinons Paction de F" ^ sur les vecteurs primitifs l ^F^K' n de poids 2(1 — 1 — r) + m, 
m £ [0,l[. On a 

(5.22.4) 

' "' \K; -i + 2(1 - 1) - 1" 



2 = 



J2 e^- 1 -^ (-iy 

i-i 



K;-i + 2l-3 
i 



en appliquant ft (|5.22.3I) a [IB 4.1. a] 

F (i-i-i+r) / 



/ - 1 - i + r 
r 



j=0 



Z - 1 - i + r 
r 



f(J-l-i-H-) 



#;-i + 2Z-3-2(Z-l-i + r) 



grace a [101 4.1.c] 



i-i 



= y^.E (i_1_i) .F ( * _1-i+r) (-l) 

i=0 
i-1 

= y2E ( - i ~ i ~ i} F ( - i ~ i ~ i+r \-i) 

i=0 

j-i 



l-l-i+r 
r 

l-l-i+r 
r 



K:i-2r-l 



m + % — 2r — 1 



/ - 1 - i + r 
r 



2r — m 
i 



l+m-l 
2 ' 



l-l-i+r 
r 





2r — m 




'I - I 




2r — m 




i 




r 




r 



7^0, 



ct done U r g Zn([0| m [u[m| .+m-i ]) A g (m-2-2r) C u,<. Alors u,< = U reZn([0 s[u[ m ,=5=]) Q g (2r- 
m) pour des raisons de dimension avec Q q (2r — m) = St q pour r = (resp. r = ^y^) si m 

est pair (resp. si m est impair). 
De meme pour (ii), 

i-i 



F (/_l )£ ,(/_l) F ( r )^ _ ^^(;-i- 4 ) F (/-i-i+r)^_ 1 ^ 



i=0 



i - 1 - i + r 
r 



2f;i- 2r- 1 



/-i 



(5.22.5) 



i=0 

(-1 



Z - 1 - i + r 

r 



i=0 



l-l-i+r 
r 



2r 



i-2r-\ 



Done, pour r £ [0, l[ satisfaisant une des conditions suivantes : r < 2r , 



Z < 2r- 



< 2Z avec 2r - 



- Z > r ou 2Z < 2r 



< 3Z avec 2r 



< / - 1 ou 
■ - 21 > r ou 



3Z < 2r + ^ 2 1 - ) " < 4Z avec 2r + ^ 2 1 - )ft — 3Z > r ou . . ., autrement dit une des conditions suivantes : 

r < (2-nKi-l) Qu Z(2-ra)+n < f < i(4-n)+n Qu i(4-n)+n < ^ < i(6-n)+n Qu i(6-n)+n < r <• i(8-n)+n 



OU if < r < 



Z(10-ra)+re 



0. Done \\ r A q ( ( 1 ^" + 2(Z — 1 — r)) = TJ r A q ( 11 ^ >n —2 — 2r) C u 9 «4 pour tout r satisfaisant une 



ou . . ., si Ton prend i = r, on obtient 



l-l-i+r 
r 



2r 
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des conditions ci-dessus, et par suite u q n' n = II r Q g (2r — ^ pour des raisons de dimension 
avec Q q (2r — ^ 1 ~ 2 '- ) " ) = St g pour r avec 2r — C 1 "')" =1 — 1 mod I. 

5.23. Nous verrons plus loin (|5.29|) la variante modulaire de !5.22l mais Ton va tout d'abord intro- 
duire la generalisation suivante de (|5.9|) qui nous sera utile plus bas. Posons, pour tous r G N + ct 

neZ, 

(5.23.1) ^ = V (-If ( H ~ n )e Dist(T r ), 



i=0 



si bien que fJft designe le /i„ introduit en (|5.3. 1[) . 

Proposition 5.24. Soil r G N + . 

(i) Pour tout neZ,ona = f-^ 1 ) = (^ij J ( H 7 W ) G Dist(T r ). 

(ii) Pour ious n, m G Z, on a /i,^ = si ef seulement si n = m mod p r . 

(iii) Soient (f> le scindage de Frobenius modulaire (|5.6.ip ei Fr' morphisme (|5.2.2p . Pour tows 
m G [0,p[ e(n£ Z. ^n+np = /i m Fr'(^! r) ), e£ done 4>(^n ) = finp . 

(iv) Les jttn pour n G [0,p r [, fournissent une decomposition de 1 en idempotents orthogonaux 
deux a deux. En particulier, fi^ est I'unique mesure involutive invariante de Dist(T r ) ; i.e., 
pour tout fi G Dist(T r ), ///il = e(/i)//o avec e = xo (|5.9.6|) counite de Dist(T r ). 

(v) Les pLn \ pour n G [0,p r [, forment une base orthogonale de Dist(T r ). Par rapport a la base 
standard de Dist(T r ) formee des { ■) , i G [0,p r [ ; on a les formules de changement de base 
pour tout n G [0,p r [ : 



p r -i 

(5.24.1) tf) = £ 



(r) _ » _ (P r -l-n\(H 



p ^ \P r -l-iJ \ i 



(5.24.2) (!)=£(:)"•"= E VlV ' W 

i— z— n 



n/ f — ' \n/ f — ' \n 



Mi 



Plus generalement, pour tous m G Z et n £ [0,p r [, 



P r -i 



(5.24.3) r :"•) = £"' '"" 



n / » — ' \ n 



(r) 
Mi 



(vi) Pour tou£ n G [0,p r [, on a Dist(Fr r )(/i^ r) ) = Dist(Fr) r (/A r) ) = <W 

Pour (i), la seconde egalite resulte de [H Cor. 3.1.2]. Comme on a aussi 
(5.24.4) 

/ -1 \ = (-l)(-2)...(-l-(p r - + = ,■_!_, (/■-!-»)! 



K p r -l-iJ (p' - 1 - 1)! { ' ( P r - 1 - i)! 1 ; ' 
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l'assertion en decoule. Pour (ii), on prouve d'abord le sens "si" pour lequel il suffit de montrer que 
,,M _ ..W Or 

pr_1 ( P r \ (H — n — 1\ 
= > f if I grace a HI Cor. 3.1.21 de nouveau 

(5.24.5) V " 1 " V V * / 

p r - 1 
= pi r) Par (i). 

Pour (iii), soient to £ [0,p[ et rt G Z. Grace a ce qu'on vient juste de demontrer, on peut supposer 
n G [0,p r [. On a 



(r+i) _ (r+l) 

„r+l _ m _„„_-\\ 

par (i) 



(r+l) (r+l) ,. (( .„ j ( ' ' \ J 

Mm+np = Mm +n p-pr+i partie si de (11) de nouveau 
'i? + p r+1 — to — np — 1 N 
P r+1 - 1 



(5.24.6) C-V P (pr- n -l)+p-m-l\/ H \ , , 

= V . 1 . . si Ton ecrit « = i + i lP 

f— ' \p(p r -ii-l)+p-io-lJ \io + iip) 



E 



avec «o G [0,p[ et ii G N 

p r — TL — l\ (p — TO — 1 \ AEA / i? 

p r - ii - 1/ \jj - io - 1/ \W V*iP. 



i=0 

= MmPr'( M W). 

La premiere assertion de (iv) decoule maintenant de (|5.9p grace a (iii) car Pr est un homomor- 
phisme de F p -algebres. La partie "seulement si " de (ii) en decoule egalement. Quant aux formules 
de changement de base (v), elles se prouvent comme dans la proposition (|5.9p a l'aide des \j- 
L'assertion (vi) decoule immediatement de (v). 



5.25. A l'aide de cette base orthogonale de Dist(T r ) formee par les /4T ' (|5.23.ip , on peut voir que 
les [Jf'Y^ forment, pour a,b,c G [0,p r [, une base de Dist(G r ). Outre (|5.1.1[) . les relations 
entre ces elements (correspondantes a (|5.1.2[) - (|5.1.3p ) dcfinissant Dist(G r ) s'expriment comme suit. 

Proposition 5.26. Soient a,b,c€ [0,p r [. 
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(i) Combinant (|5.24.1[) et (|5.1.2j) . on a en effet pour tout n G Z 



= tii2aX {a) paxEM(i). 
Par un calcul analogue (ou en utilisant l'involution de Chevalley), 

(5.26.2) Y (c) ti ] =^2cY (c) - 

(ii) decoule de (|5 . 1 .3|) et de la formule de changement de base (15.24. ip . 

Corollaire 5.27. Soit r G N+. 

(i) Si 1 < s < r, Dist(G r ) admet une decomposition en somme directe 

p s -i 

(5.27.1) Dist(G r ) = ]| Ml s) Dist(G r )/i^ 

n,m— 

et chaque ^n^T)ist(G r )fj,m^ est un ¥ p -espace vectoriel de base X^Y^ Mfcps+ m avec k G 
[0,p r_s [, a, c G [0,p r [ tels que n + 2c = m + 2a mod p s . 

(ii) Dist(G) admet une decomposition en somme directe 

P r -i 

(5.27.2) Dist(G)= ]± /4 r) Dist(G)/^> 

n,m— 

e£ chaque /in r ^Dist(G r + s )/Ltm\ s G N + , esi ¥ p -espace vectoriel de base XWyW A*fcp^+ m j 
avec /c G [0,p s [, a, c G [0,p r+s [ £eZs gwe n + 2c = to + 2a mod p r . 

La proposition [5?24] (iv) permet d'ecrire 

Dist(T r ) M w = u F p /4rV$ 

fc=0 

(5.27.3) = [] Fp/i^CHry^g"'^^ avec k = k + k lP s et k G [0,p s [, k x G N 

fc=0 

= P II ^wro4 r - s) ) = " II 'f^W- 

fe=0 fc=0 

Et done 

^ r H'm+kp" ~ & C t i n-2a+2ch L m+kp s P dI l °- zo l 

(5-27.4) ^ f^^^^V^+fcp 3 si n - 2a + 2c = m mod p s 
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5.28. Les arguments utilises pour prouver le corollaire I5.27[ specialises au cas r — - 1, donne 
l'existence d'une decomposition Dist(Gi) = JJ^Zq Dist(Gi)p„ de Dist(Gi) en somme de Dist(Gi)- 
modules a la fois projectifs et injectifs que nous allons maintenant identifier. Notons L(m), to G Z 
les Dist(Gi)-modules simples de plus haut poids m avec L(m) = L(m') si et seulement si to = m' 
mod p. Soit Q(to) la couverture projective (qui est aussi l'enveloppe injective) de L{m). Soit 
Dist(B^) la sous-algebre de Dist(Gi) engendree par X et H. Pour to G F p , designons encore par m 
le Dist(i?J t ")-module ¥ p tel que H ■ 1 = m et X- 1 = 0, et posons alors A(to) = Dist(Gi)® Dig1 ., B +^m. 

On a Q(p — 1) = L(p — 1) = A(p — 1) qui n'est autre que le module de Steinberg que nous noterons 
en abrege St. Chaque Q(m) pour m G [0,p — 1[ est, quant a lui, une extension non scindee de 
A(p — to — 2) par A(to). Le meme argument que dans la proposition 15.221 fournit la proposition 
suivante. 



Proposition 5.29. (i) Sip = 2, Dist(Gi)^o = <3(0) alors que Dist(Gi)^i = St ® St. 
(ii) Sip est impair, on a, pour tout n G [0,p[ pair 



Dist(Gi)p„ = j^J Q(2m — n) avec Q(2m — n) = St pour to = 

meZn ([0,2f2]U[n,H±J_i]) 



p + n — 1 



(iii) Si p est impair, on a, pour tout n G [0,p[ impair, 



Dist(Gi)p„ = JJ^ Q(2m — n) avec Q(2m — n) — St pour to = — - — . 

mgZn([0,^lU[n / + ;~ 2 ]) 

5.30. On peut aussi deduire de la simple existence des idempotents (|5.23.1[) et de leurs proprietes 
une nouvelle preuve de l'existence du scindage de Dist(Fr) sur Dist(G) de [4]. Commengons par le 

Lemme5.31. L'ensembleJ2 aAceN Ene[a^[ ¥ P X(pa)Yipc) 

pA b est une sous-¥ p -algebre de p Dist(G)p - 

Par EUl chaque XWyW/Jy'. a, 6, c G N, n G [0,p b [, appartient a p Dist(G)p - Pour tous 
r, s, t G N, to G [0,p s [, prenant Z > max{&, s} tel que p l > m&x{pc, pr} , on a, par 15.261 



(5.31.1) 

[PC) (l+b)j 

~np° 

\{pc,pr} p l — 1 



P np b Pmp s P np b ~2pr+2pt^ m P s 



i=0 j=0 
min{pc,pr} p ! -l , , 

V I J — pr — pc + Zl \ „( pa ) v-{pr-i)y{pc-i)Y(pt) (I) (1+6) (l+«) 

^ / r]+2(pc-i+pt)L l np b-2pr+2ptL L mp- 



i=0 j=0 
min{pc,pr} p ? — 1 



^ ^ ^ - P r ~ P c + 2 « j ^pa + pr- - i j ^. (po+pr _ i) ^pc + pi - i j y(pc _ 



i+pt) 



(0 (1+6) (1+s) 

f J 'j+2(pc-i+pt)t l np h -2pr+2pt^mp s 
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min{c,r}p'-l , . * , . \ / , + ■ \ 

/ J - - pc + 2ip\ fpa + pr- ip\ x(pa+pr _ ip) fpc + pt- ip\ y{pc _ 



ip+pt) 



i=0 j=0 



(0 (1+6) (1+s) 

t J, j+2(jpc-ip+pt)^ L np b -2pr+2pti J "mp a 



min{c,r} p l l — 1 / • \ / \ / 

r jp-pr -pc + 2ip\ (a + r-t\ v(o(a+r _m fc + t-t 



»=o j=0 



(0 (1+6) (l+») 

^ jp+2p{c-i+t) ^np h -2pr+2pt^mp B 



^2 } P ^ (j ~ a ~ C+2l \ ( a + r ~ t \( C+t ~ ^ X (p(a+r-i)) Y {p{c-i+t)) 



i=0 j=0 



(0 (1+6) (! + s ) 

t J 'p(j+2(c-i+t))t J 'np b -2pr+2pt[ J 'mp B 



avec 
(5.31.2) 

(i) (1+5) (1 + s) 

t 1 p(j+2(c-i+t))L L np b -2pr+2pt^rnp s 

(0 

AW 



= < 



c— i- 


M» si5 


= s = 


- ou bien si 


6 > et s = 


avec 




i + 


2(c-i4 


= 


np fc ~ 1 - 2r + 


2t mod p h 


ou bien si b = et 


s > avec 


i + 


2(c-i4 


*) = 


np fc_1 - 2r + 


2t mod p s 


ou bien finalemcnt 


si b, s > et 


i + 


2(c-i4 


t) = 


np b ~ l -2r + 


2t mod p b 


et 




i + 


2(c-i4 


t) = 


np^ 1 - 2r + 


2t mod p s 







_ sinon. 

5.32. Etendons maintenant lineairement a Dist(G) Pendomorphisme Fr' (|5.2.2[) de Dist(T) par 
(5.32.1) X( a Vi 1+b) ^ (c) h> X^Fr'{^+V)Y^ 

pour tous a, 6, c G N et n G Z. Alors 
Theoreme 5.33. L'application 

(5.33.1) 0:Dist(G)^ ]T £ F p A^ a > y^/i^ 

o,i,ceNne[0,p b [ 

definie par 

(5.33.2) - MoFr'(^)/i = Pt'(m)Mo; M e Dist(G) 
est tin isomorphisme de ¥ p -algebres tel que Dist(Fr) o <fi = idrj; s t(G)- 

Comme le lecteur s'en assurera, l'utilisation de la lettre cj) pour designer ([5.33. It n'entraine pas 
de confusion. Reprenons les notations de la preuve dc 15.311 et supposons tout d'abord b = s = 0. 
On a 
(5.33.3) 

(t>{x {a) Y {c) )4>{x {r) Y {t) ) = x (ap) r (cp VoA (rp) r (tp Vo 

min{c,r}p'- 1 -l . . 

,=o j=o \ Z /V a /V^/ 
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alors que 



(5.33.4) 

min{c,r} p 1 - 1 -! ,. , , 

-« z e c r + )( + : )( c+ r>"-"^- ,+ 'vsu„) 



min{c,r} p' _1 —1 



- e e 3_r 7 *) ( a+ : )( c+ ', "O^^^^^s&w 

min{c,r} p' -1 — 1 N , -\ / j. -\ 

= E E ( J "°7 +2! )( r ! )( c+ ( )^'- + "- ,y " e - + 'VS« <c -, + „r 



i=0 j=0 

II s'ensuit bien que 

(5.33.5) cf)(X^Y^)(j){X^Y^) = 4>{X^Y^X^Y^). 

Si maintcnant b > ct s = 0, 



'Y^min{c,r} v^p i_1 -l (j-r-c+2i\ (a+r-i\ (c+t-i\ Y (p(a+r-i))v{p(c-i+t)) . ,(0 
Z^i=0 Z^j=0 I j A a A t A^ 1 ^p(j+2(c-i+t)) 



= < 



si j + 2(c - i + t) = np^ 1 - 2r + 2t mod p b 

sinon 



alors que 



(5.33.6) 



min{ c,r} p - 1 — 1 



V V [3-r-c + 2% \/a + r -A / c + 1 - A (o+r _ i} (c _ i+t) (6) 



= < 



i=0 j=0 



si j + 2(c- i + t) =np b_1 -2r + 2t mod p b 

sinon 

Er= i„ { c„ } E g-1 (j - - c+2i) {a+r) {c+t - i)xp{a+r . i)Yp{c . i+t) ^ + ^ 



(c-i+t)) 

si j + 2(c-i + t)=np b ~ 1 -2r + 2t mod]; 

k sinon, 
et done 

(5.33.7) ^ (B) y (c VS-i)^ (r) y (t) ) - ^(iWyw^.jMyW). 

On traite de la meme facon les cas restants. 
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5.34. On laisse au lecteur le soin de verifier qu'un raffinement des arguments donnes ci-dessus per- 
met de voir d'une part que pour tout r > 0, Pensemble X) o ,6,ce[0,p'-[ J2ne[o, P »[ ^ P X {pa) Y {pc *> ^ b b) 
est une sous-F p -algebre de noD\st{G r +i)lMj et d'autre part que l'application <j> : Dist(G r ) — > 
Sa,6,ce[o, P -[S«e[o,p i '[ F p^ (pa) ^ (pC Vi 1 pt fc) analogue a (15.33.11) est un isomorphisme. Le lemme [Ol] 
et le theoreme 15 . 331 se deduisent alors de ces resultats par passage a la limite inductive suivant r. 

5.35. Pour tout nombre premier I = p impair, notons B le complete de B relativement a l'ideal 
(q— 1). Tout Dist(Gi)-module indecomposable injectif/projectif est facteur direct d'un Dist(Gi)/z„ 
avec n G [0,p[. Si maintenant ug designe la sous-algebre de E/g engendree par E,F,K et si l'on 
pose Ug = ug ®b B, alors UgK 2n est un relevement de Dist(Gi)/z„. II resulte de [2 5.4] que les 
Dist(Gi)/x„-modules indecomposables injectifs/projectifs se relevent en un facteur de UgK 2n (cf. 
5.6]). En sens inverse, tout u q (g>g Frac(23)-module integrable indecomposable injectif/projectif est 
facteur direct d'un u q K,' n £g>g Frac(B). Ces arguments s'etendent au cadre plus general dans lequel 
on va maintenant demontrer le theoreme 1 1.51 



6. LE CAS GENERAL 

6.1. Les notations et hypotheses generates de l'introduction [Ol et II .31 sont desormais en vigueur. 
On remarquera que celles sur I implique que les ordres des q\ G B sont tous egaux a I. Rappelons 

\k 

t 



r-l B-l 



ris=i — ~ — G ^Q(o)j « G [1,£], i G N, appartient a U. Comme nous l'avons 



que 

deja sous-entendu plus haut (|2.1.3[) . nous noterons 



■let/ <E>a B P ar le meme symbole 



6.2. Rappelons (|5.14|) que nous avons fait le choix <p = — q 1 2 et posons Kij — ^ Y^-=o 1 ^ K'i G 
Ub, i G [1,^], j G [0, 2l[, et k = n»=i K «o- L° rsc i ue & = 1, ces elements correspondent done a ceux 
consideres dans (|5.11.1[) . 

Lemme 6.3. (i) L'element n est Vunique idempotent non nul de la sous-algebre u e de Ub 
engendree par les Ki, 1 < i < I, tel que KiK = n pour tout i G [1,^]. 

(ii) Pout tous i,j G et r G Z, on a 

(6.3.1) E^ Kj0 = K j0 E^ et F^ Kj0 = K j0 Ft\ 

(iii) Chaque k^, avec i G [l,£],j G [1, 2/[, est un idempotent, et les Yl%=i K ij> j £ [0, 2Z [, forment 
une decomposition de 1 en idempotents orthogonaux deux a deux. 

Les assertions (i) et (ii) decoulent du lemme l3~2l car les Ki, i G [1,1] commutent entre eux. 
L'assertion (iii) decoule de la proposition l5.16l 

6.4. Soient U+ = B[x\ r) i G 7, r G N] et U e = B[Y t (r) \ i G 7,r G N] comme cnQ Rappelons 
que si A* = [Xi.y*], chaque = g ' (H '' 1) ;| (g '' r+1) G U z ® z Q, i G I, r G N, appartient 

en fait a et que, si U e = B[(^*) | i G I,r G N], on dispose d'un isomorphisme £>-lineaire 
Ug ®g U s <g>g — > Ug donne par la multiplication. Soit U|° (resp. Ug°) l'image par cette 
application de U g ®g Ug (resp. Ug <g)g U B ), qui est une sous-S-algebre de Ug. 

Lemme 6.5. II existe des applications multiplicatives B-lineaires </>-° : — > et 
<o f/ <r 



Ul° — > U§° telles que pour tous i G I et r G N, 



3.5.1) 4?>(xW) = eWk, ^ u ((7)j 



A', 



H, 
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En effet, il existe d'apres Th.1.2] des homomorphismes de S-algebres : Ug° — > Ug° et 
'(ft- : — > modulo {K\ — 1 | i G I) tels que pour tous i G I, et r G N, on ait 



3.5.2) ^°(xj r) )=i?| rf \ '<P°(( Hi )) 



'■-°(( Hi )), '^°(y/ r) ) = f/ w) 



a; 

rZ 

Comme if] est un element central ( [101 Lem.4.4]) dans £/g et comme K i0 (Kl — 1) = pour tout i 
grace a 16.31 (iii). l'assertion en decoule. 

6.6. Avec ces notations, le meme argument que celui utilise dans [5J Th.1.4] prouve la 

Proposition 6.7. II existe une application B-lineaire multiplicative (ft : Ug — > Ub prolongeant (ft- 
et (ft- , qui, de plus, scinde le morphisme de Frobenius quantique (|1.3.1[) Fr : Ub — > Ug. 

et le theoreme (|1.5I) . 

6.8. L'application de Frobenius quantique (|1.3.1[) Fr est en realite un homomorphisme de £>- 
algebres de Hopf [11 , 1.1, 1.3] verifiant quelques compatibilites supplementaires. La comultiplication 
sur U verifie 
(6.8.1) 

n n 

pour tous i G [1, £} ct n E N. On a done (Fr <g> Fr) o A{E\ n) ) = A 2 (_rl) ® X-^\ quantite qui 

s'annule sauf si l\n, auquel cas 

n 

(6.8.2) (Fr ® Fr) o A(E^ nl) ) = £ X< n ~ j) ® ) = A o Fr(£^ } ) 

3=0 

pout tous n G N et i G [M]. De meme (Fr ® Fr) o A(A; (,l) ) = A o Fr(i^ (n) ). On a egalement 
(Fr O Fr) o A(A^) = (Fr <g> Fr) (A', <g)A;) = l(g>l = Ao Fr(Ai). 

Comme U = A[E\ n) , F[ n) , Kf 1 \ i G [l,^],n G N], on en deduit done que 

(6.8.3) (Fr <g> Fr) o A = A o Fr. 

In) (n) 

La coiinite e sur U annule tous les E\ et F^ , n > 0, et envoie A^ to 1. On a done 

(6.8.4) Fr o e = e o Fr. 

Finalement, Pantipode S sur [/ est donnee par S(E^ n) ) = (-l)vf n ~ 1} K ^™A 4 (n) , SfiPp ) = 
(-lJwr^-^F^JCJ 1 , et 5(A,) = ATr 1 . On a done 

(6.8.5) (Fr (g> Fr) o S = A o 5. 

Pour le scindage (ft (jl.5.ip la situation est toute autre. On aeo0 = 0oe,et S(k) = k car 
Kf 1 = 1. Comme KiK = k pour tout i G [1, £} grace a 16.31 (i), on a done aussi 

(6.8.6) So(b = (boS. 
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L 'application <p ne commute neanmmoins pas avec les comultiplications : (<p ® <p) ° A(l) = k® k 7^ 
A(k) = A o </>(l). Cependant, 

(6.8.7) 

l ^ 21-1 

A(k)(k (g) k) = (k <S> k) Y\_{~2i ® ^ J' en ca l ciuan t apres extension des scalaires a Q[g] 

4=1 J=0 

= k®k car k est une mesure invariante. 

Rappelons aussi [TTJ 1.1], [13l 3.1.3] qu'il existe une involution f2 et une anti-involution VP de U 
definies par 

(6.8.8) Q(Ei) = F, 0(F) = F, - Fr 1 , n(») - w 

(6.8.9) *(F) = F i; = F f , *(F 2 ) - Fr 1 , («) = « 

telles que le anti-morphisme f oO = flo$ echange et Fj et fixe pour tout i e [1,^]- 
Abregeant (f2 o \f) ® A Idg en f2 o on a 

(6.8.10) !1o$(k) = k. 

Si maintenant r designe 1' anti-involution de Chevalley de Uq echangeant chaque Fj avec Fj, on a 

(6.8.11) fio$o^^or. 

6.9. La .4-forme de l'algebre quantique modifieesur Q(v) est U = IJagA U + 1\U~ = U AeA U~\\U~ 
avec la structure de [/-bimodule donnee dans (T31 23.1.3]. On a en particulier Kil\ = u| A ' a< ^1a 
pour tous i G [1, £] et A G A. Si Ub — U ®A B, l'application £>-lineaire multiplicative -0 '■ Ub — > f/g 
definie par x >— > xlo, x G t/g, envoie re sur 1q. Soit B = B/{q — 1). Si 

(6.9.1) 77 : U® A B^\J B 

designe la surjection canonique U ® A B ^ (U ® a B)/(Ki — 1 i £ [1, £]) ~ U B composee avec 
l'injection evidente \J ®iB Ub et si Fr' : U ® A B —> Ub est le scindage considere par McGerty 
|15) . il resulte immediatement des definitions qu'on a un diagramme commutatif 

(6.9.2) U ® A B — *- U B 

■ijj ip 

U® a B^+Ub^^Ub. 
7. Contraction 

7.1. Comme dans le cas modulaire [5] on peut contracter tout C/g-module en utilisant le scindage 
<j>. Comme k est un idempotent, tout J/g-module M admet une decomposition M = kM(B (1 — k)M. 
De plus, k est l'unite de l'image de cj>, on peut done defmir une structure de Ug-module sur le k- 
"bloc" kM en faisant agir Ug via </>, annulant ainsi (1 — k)M. On appellera cette nouvelle structure 
sur nM par M^, on l'appellera la contraction par Frobenius de M et Ton ecrira x • m = <p(x)m 
pour tous x G Ug et m G kM. 
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7.2. Soit A comme ci-dessus le reseau des poids de A. Pour tout Ae Aon definit un homomor- 



phisme de ^4-algebres xa : U° 



Apat Ki h4 w- A ' Ql ^et 



(a,«v> 



n 



(A.aY) «T- 



s=l 



pour tout i et r G N [TJ 1.1]. On notera encore simplement xa ®a Wg par xa : -4 £>. 

Pour tout A G A, on definit de meme un homomorphisme de 23-algebres xa : Ug -4 B tel 

que f ~\ h4 ^ ^' ^ ^ pour tous i et n G N. Le lecteur remarquera que cette notation est 

compatible, en un sens evident, avec celle de (|5.9.6j) . On a 

(7-2.1) Xa ° Fr|yo = x;a- 

7.3. Soient {c^ | i £ [1,^]} l'ensemble des racines simples correspondant aux Ei, et q, v les co- 
racines correspondantes. Soit Ai = {A £ A | (A, a() £ [0, Z[ pour touti}. Pour tout A £ A, nous 
ecrirons A = A + IX 1 avec A £ Ai et A 1 £ A. 

Notons Cb la categorie des L/g-modules integrables de type 1 [TJ 1.6]. On dira qu'un objet 



(7.4.1) 



U AeA M A avec M\ = {m G M 



M de Cg se decompose suivant ses poids si M 
X\{x)m pour tout a: e Ug}. 

Proposition 7.4. Pour tout A £ A, on a 

si X £ /A, 
sinon. 

En particulier, pour tout M £ Cg se decomposant suivant ses poids, on a 



xm 



Xa °</>lu" 



(7.4.2) 

avec Ug agissant sur Mix V ar Xa ■ 
En effet, on a 



II Mix, 
AeA 



(7.4.3) 



£ t l i-i 

Xa(«) = Xa(Q ««>) = II Xa(^o) = iBEt- 1 ) 

i— 1 i— 1 i— 1 j—0 

Jl si Z|(A, a^) pour tout % 
I sinon. 



i 



II s'ensuit que pour tout m G N 



(7.4.4) xa o 4> 



Xa( 



m/ 



)Xa(k) 



= {( <A ^ > ) = r^ > ) = ( <Al r r> ) si A G ZA 
sinon. 



Comme xa 1 (^) = m' 0' ^ a P ro P os iti on s'ensuit. 

7.5. Posons U g = Ug (gig Q(q). Pour un [/^-module de dimension finie M designons par M n * son 
Q(g)-dual M* equipe de la structure de [/^-module definie par xf — /((fi o \t)(a;) ?), pour x E U q 
et / G M*. 

Proposition 7.6. .Pour foiti U q -module de dimension finie M , il existe un isomorphisme de U g - 
modules 

(7.6.1) (M^) T ~ (M *)* 
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Considerons l'application de restriction M w — » (kM)* , qui est Q[g]-lineaire et surjective. 
Comme £1 o ^(k) = k, on a k/ = /(/t?) pour tout / G Af 51 *. Comme k annule (1 — k)M, 
l'application de restriction induit la bijection voulue (M fi *)* ~ (M^) T grace a (5.8.2). 

7.7. Si M est un Ug-module, on notera M Fr le [/^-module dont l'espace sous-jacent est celui 
de M et la structure de L^-module est celle donnee composee avec Fr : U& — > U e . On a done 
(M Fr )* = M. 

Lemme 7.8. Soit V un V B-module integrable de type 1 et M un \J13-module de type fini sur B 
admettant une decomposition suivant ses poids. On a des isomorphismes de U^-modules 

(7.8.1) (V ® M Fr f ~ ® M ~ (Af Fr ® V")*. 

Soient z G V et to G Af Fr . Pour tous i G [1, £] et r G N, on a, dans (V <g> Af 1 " 1 ')^, 

A^ • (kz ® to) = 4>(X^)(kz ® to) = (f)(X^)(KZ ® «m) car kto = to 

= A(£ 4 (r °)A(K)(Kz® kto) 

= A(£' 4 (r ' ) )(Kz ® kto) par (|6A7)) 



(7.8.2) 



]T ® Sp' 5 ) («* <g> to) avec q t = q 



di 



3=0 



= (£p~ i)0 kz) ® (AT^ m) car to G M Fr 
alors que, regardant kz £g) to dans <g) Af, on a 

r 

} • (kz <8> to) = A(^ (r) )(Kz <g> to) = ^2(X$ r ~ j) <g> X^Xkz ® to) 

(7-8.3) 

3=0 

De meme pour Taction de Y t , si bien que le premier isomorphisme de (|7.8.ip s'ensuit. Le second 
isomorphisme se traite de maniere analogue. 



7.9. Revenons a la situation modulaire 15.61 et rappelons qu'alors que tous les UQ-modules de 
dimension time sont semi-simples [71 Th. II. 8], tel n'est pas le cas pour les G- modules. 

Soient A + l'ensemble des poids dominants, V(A) le G-module induit standard construit a partir 
de A G A + (ceux-ci sont definis sur Z et fournissent les UQ-modules simples par changement de 
base) et L(y) le G-module simple de plus haut poids v G A + . Soit Ai comme dans 17.31 mais avec I 
remplace par p. 

On dit qu'un G-module M de dimension finie admet une bonne filtration (resp. une bonne p- 
filtration) si et seulement s'il admet une nitration par des G-sous-modules dont les gradues associes 
sont de la forme V(A) avec A G A + (resp. L(v) <g> V(/i) Fr avec v G Ai, /i G A + ). 

Soit h le nombre de Coxeter de G. 

Proposition 7.10. Supposons p > 2(h — 1) et soit M un G-module M de dimension finie. Toute 
bonne p-filtration sur M induit une bonne filtration sur . 



UN SCINDAGE DU MORPHISME DE FROBENIUS QUANTIQUE 
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Comme le foncteur V — > est exact, on peut supposer que M = L{v) ® V(A) Fr pour certains 
v e Ai ct A e A+. On a alors (L{v) ® V(A) Fr ) ^ V(A) grace au lemmeEH Si L{vf admet 

une bonne filtration avec des sous-quotients V(ry), alors L(y)^ ® V(A) admettra une filtration avec 
des sous-quotients V(rj) ® V(A), lesquels admettent une bonne filtration grace a |14j Thm l.-l]. 

Encore grace au lemme 17.81 on peut meme supposer M = L(v) pour un certain v e Ai. 
Neanmmoins, si prj est un poids de L(y), et si est la plus haute coracine de G et p la demi- 
somme des racines positives, on a p(r/ + p,a^) — (p-q,^) + p(h — 1) < (v,a^) + p(h — 1) < 
((p - l)p, c#) = (2p - l)(h - 1), et done (r) + p, o%) <(h- 1)(2 - i) < 2(ft - 1) < p. II decoule 
alors du linkage principle fort que L{y)^ est une somme directe de V(^) avec des r\ G A + . 

7.11. Supposant etablie la conjecture de Lusztig concernant les caracteres irreductibles de G, 
laquelle est un theoreme pour p suffisamment grand, Parshall et Scott |161 Th. 5.1] montrent que 
pour p > 2{h — 1) tout V(A) avec A e A + , admet une bonne p-filtration. On deduit done de la 
proposition 17.101 le 

Corollaire 7.12. Supposons etablie la conjecture de Lusztig et p > 2{h — 1). Soit M un G-module 
M de dimension finie. Toute bonne filtration sur M en induit une sur '. 



ir 
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